
1. Si A ∈ L(H) es autoadjunto, probar que está definido el operador U = eiA, y que es un
operador unitario. Probar que si ‖A‖ < π, entonces ‖U − I‖ = 2 sin(‖A‖/2).

2. Si A ∈ L(H) es un operador autoadjunto, y ∆ es un subconjunto boreliano de σ(A),
denotemos con E∆ el operador que resulta de aplicar el cálculo boreliano de A a la función
(boreliana y acotada) χ∆ (función caracteŕıstica del conjunto ∆). Probar que

(a) E∆ es un proyector autoadjunto, E∅ = 0, Eσ(A) = I.

(b) E∆1∩∆2 = E∆1E∆2 = E∆2E∆1 .

(c) Si ∆n son una familia de borelianos disjuntos dos a dos y ∆ = ∪∞n=1∆n, entonces

E∆ξ =
∞∑

n=1

E∆nξ,

para cada ξ ∈ H (la serie converge en H).

(d) Si B ∈ L(H) cumple que BE∆ = 0 para todo boreliano ∆, entonces BA = 0.

3. (a) Sea A = Mt (multiplicar por la variable) en L2[0, 1]. Probar que si B ∈ L(L2[0, 1])
satisface BA = AB, entonces B = Mf , para cierta f ∈ L∞[0, 1].

(b) Sea A ∈ L(H) autoadjunto tal que σ(A) = [0, 1], con un vector ćıclico ξ0 en H.
Probar que si B ∈ L(H) satisface BA = AB, entonces existen polinomios pn tales
que

pn(A)ξ → Bξ

para todo ξ ∈ H.

(c) Idem al item anterior, quitando la hipótesis ”σ(A) = [0, 1]”.

4. Sea K ∈ L(H) compacto (no necesariamente autoadjunto). Probar que existen dos sis-
temas de vectores ortonormales {fn}, {gn} en H, y números poitivos sn (llamados valores
singulares de K) tal que para cada ξ ∈ H,

Kξ =
∑
n≥1

sn < ξ, fn > gn.

(Sugerencia: tomar sn los autovalores no nulos de |K|).

5. Porbar que si A es autoadjunto y A = V |A| es la descomposición polar de A, entonces V
y |A| conmutan, y que V 2 es un proyector autoadjunto. Si además kerA = {0}, entonces
V es una simetŕıa: V inversible y V ∗ = V = V −1.
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